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Gibt es dispersionsfreie (streuungsfreie) Zustände?

Die gleichen Messungen an zwei „identisch präparierten“ 
Systemen können zu verschiedenen Messergebnissen führen.

Solche Modelle würden den intrinsischen Indeterminismus der 
QM auf „Unkenntnis“ (der verborgenen Variablen) zurückführen.

Handelt es sich möglicherweise nicht um „identische Systeme“? 
Unterscheiden sich die Systeme bezüglich verborgener Variabler, 
die für die verschiedenen Messwerte verantwortlich sind?

Andernfalls wäre das „Prinzip vom hinreichenden Grund“ in der 
QT verletzt.



Weshalb „Unmöglichkeitsbeweise“ für Lehrer*innen?

Weshalb benötigen wir eine neuartige (und seltsame) Theorie?

Viele Grundbegriffe der Physik müssen „überdacht“ werden:
- Was ist ein Zustand? 
- Was ist eine klassische Theorie? 
- Was bedeutet „Nicht-Lokalität“? 
- Was bedeutet „objektiver Realismus“? 
- ...

Manche neuere Unmöglichkeitsbeweise lassen sich in der Schule 
behandeln und viele damit zusammenhängende Konzepte tauchen 
bereits in Lehrplänen auf: Realität, Nicht-Lokalität, Verschränkung, ...



Was ist ein Zustand?

Ein Zustand wird mathematisch durch 
ein positives, normiertes, lineares (?) 
Funktional auf der Algebra der 
Observablen (ein sogenanntes 
„Erwartungswertfunktional“) dargestellt.

Ein Zustand beschreibt unser Wissen über die Vergangenheit 
(Präparation) eines Systems, soweit dieses Wissen es uns ermöglicht, 
Vorhersagen über das zukünftige Verhalten (Messungen) zu treffen.

Ein Zustand wird physikalisch 
durch ein (im Prinzip unendlich 
großes) Ensemble gleichartig 
präparierter physikalischer 
Systeme repräsentiert.

Erw(1) = 1 A > 0 ⟹ Erw(A) ≥ 0
Erw(R+S) = Erw(R) + Erw(S) 𝑺=[S1,S2,…SN]

𝐴 → 𝐴 ! =
∫𝜓 𝑥, 𝑡 𝐴𝜓 𝑥, 𝑡 d"𝑥

∫𝜓 𝑥, 𝑡 𝜓(𝑥, 𝑡)d"𝑥
= tr𝑃!𝐴



Was ist eine „klassische Theorie“?

Es gibt (reine) Zustände (z.B. die Punkte in einem Phasenraum), 
sodass jede beobachtbare Größe (Observable) in jedem dieser 
Zustände einen wohl definierten Wert hat. 

Angenommen, zu einer Observablen A lässt sich ein Ensemble so 
präparieren, dass die Messwerte von A immer denselben Wert 
haben. Dasselbe gelte für eine Observable B. Dann ist es im 
Rahmen einer klassischen Ontologie (zumindest im Prinzip) 
möglich, ein Ensemble so zu realisieren, dass sowohl A als auch B 
immer denselben Messwert liefern.  



Historischer Abriss
1929: Max Born („Naturwissenschaften“): „Es lässt sich exakt mathematisch zeigen, dass der 
anerkannte Formalismus der Quantenmechanik keine solche Ergänzung erlaubt“.

1932: Johann von Neumann gibt in seinem Buch „Mathematische Grundlagen der 
Quantenmechanik“ einen Beweis für die Born‘sche Regel. 

1933: Grete Hermann zeigt, dass der Beweis von Neumanns auf einer Annahme beruht, die 
physikalisch nicht notwendig ist (für sie ist der Beweis „zirkulär“).

1935: Heisenbergs „Schnitt-Argument“ (Verborgene Variable kann es nur am Schnitt geben -
der Schnitt kann beliebig verschoben werden).

1952: David Bohm formuliert die “Bohm‘sche Mechanik“

1957: Andrew Gleason: Zustände sind Dichtematrizen – Born‘sche Regel. 

1963/64: Jauch-Piron-Theorem: Die Ja-Nein-Aussagen der Quantenmechanik erfordern den 
Hilbertraum-Formalismus der Quantentheorie 



Historischer Abriss
1964/66: John Bell (basierend auf Gleason): Der Wert einer Observablen hängt davon ab, mit 
welcher anderen (kompatiblen) Observablen er gemessen wird. 

1964: John Bell – Bell‘sche Ungleichungen

1967: Kochen-Specker (basierend auf Bell 1966) - Quantenkontextualität

1969: CHSH (Clauser-Horne-Shimony-Holt) - Ungleichung

1982: Alain Aspect verifiziert experimentell die Verletzung der CHSH-Ungleichung

2012: PBR (Pusey-Barrett-Rudolph)-Theorem

1989 / 1999: GHZ-Experiment (Greenberger-Horne-Zeilinger)

1990: Peres und Mermin formulieren einen Bell-KS-Beweis über das PM „magic square“

1992: Lucien Hardy formuliert “Hardy‘s paradox“

1985: Ungleichungen von Leggett und Garg



Die Beweisidee (Johann von Neumann – 1932)

Die Linearität des Erwartungswertfunktionals
Erw(R+S) = Erw(R) + Erw(S) 
steht im Widerspruch zu der Forderung, dass Erw(R) immer 
ein Eigenwert eines hermiteschen Operators sein soll. 

Ein Jahr nach dem Erscheinen des Buchs von 
Johann von Neumann macht Grete Hermann darauf 
aufmerksam, dass die Linearität der Zustände nicht 
gefordert werden muss. 

Sie argumentiert, dass man durch die Annahme der 
Linearität sogar die Quantentheorie implizit 
hineinsteckt. 

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



Louis de Broglie – David Bohm

1927 – Louis de Broglie präsentiert ein 
“Führungsfeld”-Modell auf der Solvay Konferenz.
1952 – David Bohm gibt eine detaillierte 
Formulierung einschließlich des Messprozesses für 
dieses Modell.

Kernidee: 
Statt einer einzelnen Entität (Elektron, Photon,…) mit komplementären 
Eigenschaften (Teilchen und Welle) gibt es zwei Entitäten: die Welle und das 
Teilchen.
Das Teilchen wird von der Welle geführt, sodass seine 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit proportional zum Absolutquadrat der 
Wellenfunktion ist.

L. de Broglie 
(1892-1987) D. Bohm (1917-1992)

Foto aus 
rechtlichen 
Gründen 
entfernt.

Fotos aus 
rechtlichen 
Gründen 
entfernt.



Das Doppelspaltexperiment

Das Feld wirkt wie ein Potenzial.

Es lenkt die Teilchen auf klassischen Bahnkurven. Das Quantenpotenzial 
führt zu den “interferenzartigen” Dichten der Bahnkurven. Ein Teilchen tritt 
nur durch einen Spalt. Das Quantenpotenzial ist nicht lokal.

Quanten-
potenzial

Trajektorien

aus: Philippidis, C., Dewdney, C. & Hiley, B.J. Nuov Cim B (1979) 52: 15. https://doi.org/10.1007/ BF02743566, Società Italiana di Fisica 1979 



Noch ein paar Definitionen
Verschränkung:
Ein Zustand heißt verschränkt (bezüglich zweier unabhängiger 
Freiheitsgrade zu den Observablen A und B), wenn er kein Produkt aus 
Zuständen zu den einzelnen Freiheitsgraden ist. 
Die Wahrscheinlichkeiten, gleichzeitig zwei Ereignisse a und b zu messen, 
faktorisieren nicht, d.h. wir erhalten bedingte Wahrscheinlichkeiten. 

| ⟩EPR =
1
2

⟩↑ ⟩↓ − | ⟩↓ | ⟩↑

| ⟩verschr. =
1
2

⟩𝑎 ⟩𝑏 + | ⟩𝑐 | ⟩𝑑Allgemeiner:



Noch ein paar Definitionen

Elemente der Realität – Objektive Realität:

Die Messwerte liegen für alle Observable, die sich an einem System 
messen lassen, schon vor der Messung fest.

bzw.

Für ein einzelnes System ist jeder Observablen schon vor einer Messung 
einer der möglichen Messwerte zugeordnet.

Kontextualität:
Die Messwerte einer Observablen A hängen davon ab, welche andere 
Observable (gleichzeitig) mit A gemessen wird.



Noch ein paar Definitionen

Nicht-Lokalität:

(Version 1) Die Wellenfunktion eines (Punkt-)Teilchens kann sich über 
große Distanzen erstecken.

(Version 2) Die Reduktion der Wellenfunktion bei einer Messung erfolgt 
instantan (über beliebig große Distanzen).

(Version 3) Die Messwerte einer Observablen A hängen davon ab, 
welchen Wert eine andere Observable (gleichzeitig und in großem 
Abstand) liefert. (Spezialfall von Version 2)



Bell‘sche Ungleichungen
Es gibt kein Ensemble S von Zuständen, bei dem alle Messwerte für drei 
(bestimmte) binäre Observable A,B,C (von denen jeweils zwei paarweise 
gemessen werden können) schon vor der Messung festliegen.  

N13 £ N12 + N23

(Nij relative Häufigkeit verschiedener Seiten)
Beispiel für eine Bell‘sche Ungleichung (Wigner-d‘Espagnat)

In der QT kann diese Ungleichung verletzt sein. 

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



Bell‘sche Ungleichungen

A
B

C

A
B
C

EPR-Quelle

EPR-Zustände sind verschränkte Spin-1/2-Zustände, die bezüglich aller 
Richtungen antikorreliert sind:

| ⟩EPR =
1
2

⟩↑ ⟩↓ − | ⟩↓ | ⟩↑

Damit wird die Bell‘sche Ungleichung zu:  
n13 £ n12 + n23 (nij relative Häufigkeit gleicher Ergebnisse auf beiden Seiten)

A = Messung des Spins unter 0o

B = Messung des Spins unter 60o

C = Messung des Spins unter 120o
(sin 30o)2 = 1/4 
(sin 60o)2 = 3/4

w(a,b) = (sin (b-a)/2)2



CHSH (John Clauser – Michael Horne – Abner Shimony – Richard Holt)

Gegeben vier Observable A, A‘, B, B‘ (Messwerte +1 oder −1) mit
[A,B] = [A,B‘] = [A‘,B] = [A‘,B‘] = 0. Sofern ein Ensemble gegeben ist, bei 
dem alle vier Messwerte festliegen, gilt immer 
|⟨S⟩| = |⟨AB⟩ - ⟨AB‘⟩ + ⟨A‘B⟩ + ⟨A‘B‘⟩| ≤ 2. 

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



Clauser – Horne – Shimony – Holt (CHSH)

Kann man an einem runden 
Tisch 4 Personen so 
platzieren, dass die Anzahl der 
benachbarten Paare aus 
Personen unterschiedlichen 
Geschlechts (m/w) ungerade 
ist? 

A

B

A´

B´

Foto aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



CHSH-Ungleichung

𝑋𝑌 = 1 𝑥 = 𝑦 𝑋𝑌 = −1 𝑥 ≠ 𝑦 𝑋𝑌 =
𝐴𝐵
𝐵𝐴′
𝐴.𝐵′
𝐵.𝐴

A

B

A´

B´

𝑆 = | 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴´ + 𝐴´𝐵´ − 𝐵´𝐴 | ≤ 2



CHSH in der QM
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Alain_Aspect_experiment_1981_diagram.svg

𝑎 = 9𝐴 0/
𝐴´ 45/ 𝑏 = 9𝐵 22,5/

𝐵´ 67,5/ S = 2 2 ≈ 2,8…



Was muss man aufgeben?
„Objektive Realität“: 
Die Messwerte liegen vor der Messung schon für alle Orientierungen fest.
Alternative: 
Die Messwerte werden erst im Augenblick der Messung „spontan“ erzeugt 
(nach gewissen Wahrscheinlichkeiten)

„Lokalität“: 
Die beiden Messungen können sich nicht gegenseitig beeinflussen.
Alternative:
Die „erste“ Messung sendet „instantan“ ein Signal zum zweiten Messort.

Lokalität muss in jedem Fall aufgegeben werden! 
Objektive Realität muss „aufgeweicht“ werden. 



Loop-holes

Hyperdeterminismus: Es ist schon vor der Messung bekannt, welche zwei 
benachbarten Personen „gemessen“ werden.

(No-Conspiracy: Es gibt keine “Absprache“ zwischen den Personen, die 
die Messung vornehmen, und den Personen, die den Tisch platzieren.)

Signaling durch „Wurmlöcher“: Bei verschränkten Zuständen ist der 
Minkowski-Raum nicht die vollständige Beschreibung der Raumzeit. 
Verschränkte Freiheitsgrade sind „nahe beieinander“.



Das Kochen-Specker (Gleason-Bell)-Theorem

[A,B]=0   [A,C]=0   (aber [B,C]≠0)  

Der Messwert für A hängt davon ab, ob A zusammen mit B oder mit C 
gemessen wird (Kontextualität).  

Forderung ⟨A+B⟩=⟨A⟩+⟨B⟩ und ⟨A+C⟩=⟨A⟩+⟨C⟩ (nicht aber für B und C) 

Kochen-
Specker 
(1967)

Bell (1964)

Gleason 
(1957)

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



GHZ  ( Daniel Greenberger – Michael Horne – Anton Zeilinger)

Detektor 1

X Y

Detektor 2
X Y

Detektor 3

X Y

Ψ
Quelle

| ⟩Ψ =
1
2
| ⟩+1, +1, +1 − | ⟩−1,−1, −1

A1 = S1
x S2

y S3
y 

A2 = S1
y S2

x S3
y 

A3 = S1
y S2

y S3
x

[Ai , Aj] = 0

Ai
2 = 1

Ai |Yñ = |Yñ

B = Sx
1Sx

2Sx
3 B = – A1 A2 A3 [B,Ai]=0 .

sx
1sy

2sy
3 = 1    sy

1sx
2sy

3 = 1    sy
1sy

2sx
3 = 1 sx

1sx
2sx

3 = –1    

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



Mermin – Peres „Magic Square“

+Sz⊗Sz

+Sx⊗Sx

+Sy⊗Sy

+Sz⊗1

+1⊗Sx

−Sz⊗Sx

+1⊗Sz

+Sx⊗1

−Sx⊗Sz

Die Matrizen in einer Zeile und in einer Spalte kommutieren immer, d.h., die 
zugehörigen Observablen lassen sich gleichzeitig messen. 
Das Produkt der Operatoren in einer Spalte ist immer −1, das Produkt in 
einer Zeile immer +1.
Mit „Elementen der Realität“ lassen sich diese Bedingungen nicht erfüllen. 

Si
2 = +1

Si Sj = − Sj Si

i,j=x,y,z

Fotos aus rechtlichen 
Gründen entfernt.



Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!

Notices of the AMS. Volume 56, 
Number 2, February 2009.


