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Spin ???

• Topspin und Backspin in (Tisch-) Tennis
und anderen Sportarten

• Rotation des Balls bewirkt Änderung der
Flugbahn und des Aufpralls
→ Verwirrung des Gegners

• Physikalisches Maß für Rotation:
Drehimpuls
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(How to Execute a Volleyball Serve with Topspin)



Verwirrung durch Spin

Übungen zum integrierten Kurs Physik IV, Sommersemester 1979:



Verwirrung durch Spin

Übungen zum integrierten Kurs Physik IV, Sommersemester 1979:

”
Herr Kleinknecht sagt, er weiß, was ein Spin ist;

Herr Brandt sagt, er weiß das nicht.
Was sollen wir denn jetzt glauben?“



Drehimpuls klassisch und quantenmechanisch

Klassisches Teilchen auf einer Kreisbahn:

|~L| = mvr ~L ⊥ Bahnebene.

Erhaltung des Drehimpulses =⇒ 2. Keplergesetz.
Auch zusammengesetzte Objekte können einen Drehimpuls haben,
z.B. die Erde.
Soweit alles ganz einfach.

Bild:

Lernhelfer.de: Drehimpuls



Drehimpuls klassisch und quantenmechanisch

Klassisches Teilchen auf einer Kreisbahn:

|~L| = mvr ~L ⊥ Bahnebene.

Erhaltung des Drehimpulses =⇒ 2. Keplergesetz.
Auch zusammengesetzte Objekte können einen Drehimpuls haben,
z.B. die Erde.
Soweit alles ganz einfach.

Bild:

Lernhelfer.de: Drehimpuls

Ein quantenmechanisches Teilchens auf einer
”
Kreisbahn“ besitzt

einen quantisierten Drehimpuls, der nur ganz bestimmte endlich
viele Werte annehmen kann. Die quantenmechanische Einheit des
Drehimpulses ist die durch 2π dividierte Plancksche Konstante ~:

~ =
h

2π
= 1.055 · 10−34Js.

Bild:

Illustration eines Atoms aus:
Bild der Wissenschaft



Größenordnungen

~<<<< Messgenauigkeit jedes Alltags-Geräts⇒ Drehimpuls-Quantisierung irrelevant im Alltag.

Die Erde: m = 6 · 1024kg, r = 6.4 · 106m, 1 Umdrehung pro Tag:

|~L| = 7 · 1033Js = 6.7 · 1067~.

Etwas kleiner: m = 1mg, r = 1mm, 2 Umdrehungen pro Tag: Stundenzeiger einer sehr zarten
Damen-Armbanduhr:

|~L| = 1.3 · 1020~.



A propos Messen...

Der Drehimpuls ist ein Vektor, hat also drei Komponenten, in x−,
y− und z−Richtung, die man einzeln ausmessen kann, jedenfalls
klassisch.

In der Quantenmechanik kann man nicht alle drei Komponenten
ausmessen, da die zugrundeliegenden Größen Ort und Impuls nicht
miteinander kompatibel sind, woraus auch die Heisenbergsche
Unbestimmtheitsbeziehung folgt.

~L = ~r × ~p

~p = m~v

(Bild aus youtube:TheNilsor)



Was kann man messen?

Abgeschlossene quantenmechanische Systeme (Molekül, Atom,
Kern, Elementarteilchen) haben erhaltenen Drehimpuls(-Betrag)√
j(j + 1)~, wobei j eine Quantenzahl ist.

Man kann eine Komponente messen; traditionell ist das die Kom-
ponente in z-Richtung. Die 2j + 1 möglichen Messwerte sind

Jz = j~, (j − 1)~, (j − 2)~, ...., (−j + 1)~,−j~,

symmetrisch um den Wert Null im Abstand ~ verteilt.
Die beiden anderen Komponenten sind auf einige ~ genau messbar,
was im Alltag natürlich nicht auffällt ⇒ der Drehimpuls der Erde
ist für praktische Zwecke in allen drei Komponenten hinreichend
genau festgelegt.

(Uni Münster)

(Zur Notation: In der Quantenmechanik heißen
”
allgemeine“ Drehimpulse immer J , Bahndre-

himpulse L und Spins S.)



Ungenauigkeit, etwas genauer (für Besserwisser)

Es gibt
”
quasiklassische“ quantenmechanische Zustände, für die die Messgenauigkeit besonders

hoch ist, in der Regel diskutiert für den Spin.

Eine der Komponenten hat dann den maximal möglichen Wert s~ (für ein System mit Spin-
quantenzahl s).

Die Richtung dieser Komponente muss nicht mit einer der Koordinatenachsen übereinstimmen.

Diese Komponente ist dann mit beliebiger Genauigkeit bekannt; die Unsicherheit dieses
Messwerts ist dann Null:

∆S‖ = 0.

Die dazu senkrechten Komponenten sind nur mit einer gewissen Unsicherheit messbar:

∆S⊥ =
~√
2

√
s� ~s = S‖,

und für große Werte von s (1 Million...) ist diese Ungenauigkeit völlig vernachlässigbar.
(Solche Zustände nennt man kohärente Spinzustände, vgl. z.B. J.R. Klauder und B.-S. Skager-
stam, Coherent States, World Scientific 1985)



Unendliche Weiten... der Hilbertraum...

..ist für Spinsysteme eher endlich.

Den 2s + 1 möglichen Messwerten von Sz entsprechen 2s + 1
”
grundlegend verschiedene“

Zustände des Spin-s-Systems.

Sie sind die Basiszustände in einem abstrakten 2s+ 1-dimensionalen Raum über den komplexen
Zahlen, dem Hilbertraum.

Der entscheidende Zug der Quantenmechanik ist es, dass das System jeden Zustand (Vektor)
in diesem Raum einnehmen kann, nicht nur einen der Basis-Zustände, aber keinen Zustand
außerhalb dieses Raumes.

Der kleinste interessante Hilbertraum hat offenbar zwei Dimensio-
nen, entsprechend den beiden Sz-Messwerten ±~/2 für ein System
mit Quantenzahl s = 1/2.
Dieser Hilbertraum ist tabu für Systeme mit einem Bahndrehimpuls
und kann nur von Teilchen mit Eigendrehimpuls (Spin) besiedelt
werden.

Was ist | ↑〉, | ↓〉? – Bitte noch etwas Geduld.



Wer hat Spin?

Sehr viele Elementarteilchen und aus ihnen zusammengesetzte Systeme, z.B. Atome und
Atomkerne. Besonders einfach: Elektronen e, Protonen p und Neutronen n: alle haben die
Quantenzahl

s =
1
2
.

Damit sind zwei Basis-Zustände möglich, die den Werten

Sz = ±1
2
~

entsprechen. Der Hilbertraum ist also zweidimensional.

Die beiden Basis-Zustände entsprechen den zwei binären Zahlen 0 und 1, auf denen die gesamte
Digitaltechnik beruht.

Idee: Quantensysteme mit Quantenzahl s = 1
2 (Jargon: Spin-ein-halb-Systeme) als quantenme-

chanische Bits (Qubits) verwenden. Was die Folgen davon sind, werden wir gleich diskutieren.



Wie kann man Spins kontrollieren?

Elektronen, Protonen, Neutronen und viele Atomkerne besitzen
ein zum Spin proportionales magnetisches Dipolmoment. In einem
äußeren Magnetfeld ~B haben die verschiedenen Spin-Zustände
dann unterschiedliche Energien (Zeeman-Effekt). Übergänge zwi-
schen diesen Energieniveaus können durch Wechselfelder passen-
der Frequenz herbeigeführt werden. (→Magnetische Kernresonanz
NMR, Elektronenspinresonanz ESR)

Quanten von zirkular polarisiertem Licht tragen Drehimpuls ~ und
können Übergänge zwischen Spin-Zuständen von (z.B.) Elektronen
in Quantenpunkten herbeiführen.

Transregio-Sonderforschungsbereich

Dortmund-St. Petersburg

...und weitere komplexe spektroskopische Verfahren.
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Kann man den Spin
”

anschaulich“ verstehen?

Wenn das Elektron ein geladenes Kügelchen ist, wie schnell muss es sich dann drehen? Der

”
klassische Elektronenradius“

re =
1

4πε0
e2

mec2
= 2.8210−15m

gibt an,
”
wie groß“ ein Elektron für eine einfallende elektromagnetische Welle

”
aussieht“.



Kann man den Spin
”

anschaulich“ verstehen?

Wenn das Elektron ein geladenes Kügelchen ist, wie schnell muss es sich dann drehen? Der

”
klassische Elektronenradius“

re =
1

4πε0
e2

mec2
= 2.8210−15m

gibt an,
”
wie groß“ ein Elektron für eine einfallende elektromagnetische Welle

”
aussieht“.

Nimmt man diese Größe ernst, rotiert das Elektron am
”
Äquator“

mit mehr als 100facher Lichtgeschwindigkeit.
Darüber hinaus stellen Streuexperimente der Teilchenphysik, fest,
dass das Elektron im Rahmen der Messgenauigkeit punktförmig
ist, d.h. kleiner als 10−19m, also eher kein Tennisball...



Kann man den Spin
”

anschaulich“ verstehen?

Wenn das Elektron ein geladenes Kügelchen ist, wie schnell muss es sich dann drehen? Der

”
klassische Elektronenradius“

re =
1

4πε0
e2

mec2
= 2.8210−15m

gibt an,
”
wie groß“ ein Elektron für eine einfallende elektromagnetische Welle

”
aussieht“.

Nimmt man diese Größe ernst, rotiert das Elektron am
”
Äquator“

mit mehr als 100facher Lichtgeschwindigkeit.
Darüber hinaus stellen Streuexperimente der Teilchenphysik, fest,
dass das Elektron im Rahmen der Messgenauigkeit punktförmig
ist, d.h. kleiner als 10−19m, also eher kein Tennisball...

Für ein viel größeres und schwereres Objekt, etwa einen Atomkern von 239Pu (s = 1
2) ergibt

eine analoge Rechnung zwar nur eine Äquatorialgeschwindigkeit von 40 km/s; das Bild eines
rotierenden Balls ist aber trotzdem falsch, denn der Spin des Pu-Kerns ergibt sich aus der
Addition der 94 Protonenspins und 145 Neutronenspins nach den Regeln der Quantenmechanik.
Das ist Kernphysik und führt hier zu weit.
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Unanschaulich, aber praktisch

Zurück zum zweidimensionalen Hilbertraum eines Spin-1/2-Teilchens. Analogie zum klassischen
Bit:

V

Quantum bit = qubit

E

Classical bit Spin 1/2

Entscheidend: Die beiden Zustände eines klassischen Bits schließen sich gegenseitig aus, das
System kann also entweder in dem einen oder in dem anderen Zustand sein.

Dagegen sind die beiden Basiszustände eines Qubits eben genau das, nämlich
die Basis eines Raums aus beliebigen Linearkombinationen der beiden Basiszustände.

Was folgt daraus?



A drop of the hard stuff: Etwas Formalismus

Die beiden Basiszustände eines Spin-1/2-Teilchens sind Zustände mit bestimmten Werten der
Spinkomponente in z-Richtung: Sz = ±~

2. Diese Zustände sind Vektoren und wir schreiben sie

”
als Pfeile“ |...〉:

|+ ~/2〉, | − ~/2〉 oder kürzer | ↑〉, | ↓〉.
Um die Analogie zu klassischen Bits zu betonen, benutzt man auch gern

|0〉, |1〉.

Ein beliebiger Vektor in dem durch diese Basiszustände aufgespannten Raum ist dann

|ψ〉 = α| ↑〉+ β| ↓〉.

α und β sind komplex und durch die Normierungsbedingung |α|2 + |β|2 = 1 miteinander
verknüpft. Man kann dann den allgemeinen Zustand eines Spins 1/2 wie folgt schreiben:

|θ, ϕ〉 = exp
(
−iϕ

2

)
cos

θ

2
| ↑〉+ exp

(
i
ϕ

2

)
sin

θ

2
| ↓〉 (0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π).

Die beiden Winkel θ und ϕ kann man als geographische
”
Länge“ und

”
Breite“ auf einer Kugel

interpretieren, der Bloch-Kugel.



|θ, ϕ〉 = exp
(
−iϕ

2

)
cos

θ

2
| ↑〉+ exp

(
i
ϕ

2

)
sin

θ

2
| ↓〉 (0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π).

Der
”
Nordpol“ θ = 0 entspricht dem Basiszustand | ↑〉, der

”
Südpol“ θ = π entspricht dem

Basiszustand | ↓〉; bei diesen beiden Zuständen ist der Phasenwinkel ϕ unwichtig.



Der Informationsgehalt eines Qubits

Ein klassisches Bit entspricht einer einzigen binären Ziffer, also der Antwort auf eine ja/nein-
Frage.

Der allgemeine Zustand eines Qubits ist durch zwei Winkel (θ, ϕ) gegeben,
”
spei-

chert“ also zwei reelle Zahlen. Das ist im Prinzip unendlich viel mehr Informa-
tionsgehalt als in einem klassischen Bit steckt. (Z.B. ist die relle Zahl π =
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862....)

Wie man diese Information nutzt, kontrolliert verändert, speichert usw.: Inhalt der Quantenin-
formationsverarbeitung.

Trotz
”
unbegrenzter“ Speicherkapazität kein Grund zur Euphorie, denn

• Quanteninformation kann nicht kopiert werden. (No-Cloning-Theorem)

• Die zwei Winkel (θ, ϕ) sind nicht einfach zu messen (vorsichtig ausgedrückt), und schon gar
nicht mit unendlicher Genauigkeit.

• Unvermeidbare Wechselwirkungen (Messungen müssen möglich sein) mit der Umgebung
verändern die Quanteninformation.



Die Janus-Natur der Quanteninformation

Die Quanteninformation hat (mindestens) zwei
Gesichter:

• Sie ist sehr empfindlich.
(Dekohärenz, Wechselwirkungen mit Umge-
bung)

• Sie ist sehr sicher.
(No Cloning → Interesse von Bankern, Ge-
heimdiensten)

• Sie ist sehr mächtig.
(Quantencomputer zur Lösung extrem komple-
xer Probleme)
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Frühe Euphorie über Quantencomputer



Warum Quantencomputing ?

Quantencomputer können alles...
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Warum Quantencomputing ?

Quantencomputer können alles...

...aber was können sie besser ?

Für Quantencomputer geeignete Probleme:

viele mögliche Fälle müssen untersucht werden (→ Quanten-Parallelismus), aber

nur wenige Ergebnisse sind gefragt.

Prominenteste Beispiele:

• Suche in einer unstrukturierten Datenbasis (Nadel im Heuhaufen)
→ Grover’s Suchalgorithmus

• Globale Eigenschaft einer Funktion (“Ist f(2l + 1) > 0 für alle l ?”)
→ Shor’s Faktorisierungsalgorithmus



Quantenparallelismus am Beispiel

Aufgabe: Berechne die Werte der vorgegebenen Funktion f(n) für 0 ≤ n ≤ 1023
in deutlich weniger als 1024 Operationen.

Verfügbar: Ein Quantenregister mit 10 Qubits zur Speicherung der Zahlen n und die quanten-
mechanische Implementation der Funktion f ; dazu die Hadamard-Operation Ĥ (s.u.).

Schritte:

1) Initialisiere das Quantenregister in den Zustand

| ↑〉 ⊗ | ↑〉 ⊗ ...⊗ | ↑〉 = |00...0〉.

2-11) Wende auf jedes der 10 Qubits die Hadamard-Operation Ĥ an.

Ĥ| ↑〉 =
1√
2

(| ↑〉+ | ↓〉), Ĥ| ↓〉 =
1√
2

(| ↑〉 − | ↓〉)

(In Matrix-Schreibweise ist

Ĥ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
⇒ Ĥ| ↑〉 = Ĥ

(
1
0

)
=

1√
2

(
1
1

)
usw.)



Ergebnis:

1
(
√

2)10

(
|0〉+ |1〉

)
⊗
(
|0〉+ |1〉

)
⊗ ...⊗

(
|0〉+ |1〉

)

=
1
32

 |0...00〉︸ ︷︷ ︸
0

+|0...01〉+ |0...10〉+ ...+ |1...11〉︸ ︷︷ ︸
1023


also eine gleichgewichtige Kombination aller Zahlen von 0 bis 1023 in Binärform.

12) Wende nun einmal die Operation an, die die Berechnung von f für das 10-Qubit-Register
implementiert.
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
also eine gleichgewichtige Kombination aller Zahlen von 0 bis 1023 in Binärform.

12) Wende nun einmal die Operation an, die die Berechnung von f für das 10-Qubit-Register
implementiert.

Fertig!



Spione...

• wollen Codes brechen (→ Shor-Algorithmus, Primfaktorzerlegung).
• wollen abhörsichere Codes entwickeln (hier nicht behandelt).
Bei beidem hilft die Quantenmechanik!

Heute gängige Codes (Kreditkartendaten im Internet etc.): Codes mit öffentlichem Schlüssel,
d.h. jeder kann verschlüsseln, nur Empfänger kann entschlüsseln. Diese Codes benutzen zahlen-
theoretisch konstruierte Funktionen

fa(xi) = yi; xi ∈ Klartext, yi ∈ verschlüsselter Text, a Schlüssel; natürliche Zahlen.

Dabei hängt die Umkehrfunktion

f̃(p,q)(yi) = xi, pq = a

von den Primfaktoren p und q von a ab, die nicht einfach zu finden sind.
(Man bestimme z.B. die Primfaktoren von 29083 ohne elektronische Hilfsmittel.)



Bekanntestes Verfahren auf dieser Grundlage: RSA (Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman).
Diese Verfahren bieten keine absolute Sicherheit, aber alle bekannten klassischen Verfahren zur
Faktorisierung einer Zahl mit N Ziffern benötigen exponentiellen Aufwand

Schrittzahl ∼ exp(cN1/3(logN)2/3),

hingegen benötigt der Quanten-Algorithmus von Peter Shor nur polynomialen Aufwand:

Schrittzahl ∼ N2(logN)(log logN)



P. Shor, Polynomial-Time Algorithms for Prime Fac-
torization and Discrete Logarithms on a Quantum
Computer, in 35th Annual Symposium on Founda-
tions of Computer Science, IEEE Press, Piscataway,
NJ (1994).

1994 Peter Shor

With his factoring algorithm, the com-
putation time grows only algebraically,
rather than exponentially with the number of digits.

500 1000 1500 2000

# Digits l

1s

1hour

1year

age of
universe

best classical algorithm

Shor algorithm

Die zwei zentralen
Elemente von Shor’s
Algorithmus:
Zahlentheorie → Faktori-
sierung durch Bestimmung
der Periode einer gewissen
Funktion
Quanten-Parallelismus →
effiziente Periodenbestim-
mung durch Quanten-
Fouriertransformation
(QFT, noch schneller als
FFT)
Annahme im Bild links:
Bei 50 Ziffern braucht man
klassisch 1 sec zum Fak-
torisieren, quantenmecha-
nisch 1 h; ⇒ bei 300 Zif-
fern brauchen beide Ver-
fahren 2.5 Tage,...



So geht’s:
• Gesucht ist ein Primfaktor von N (groß; ungerade).

• Wähle eine zu N teilerfremde Zahl a.

(Teilerfremdheit kann ohne Berechnung der Teiler festgestellt werden: GGT-Bestimmung nach Euklid.)

• Berechne die modulare Exponentialfunktion

FN(x) = axmod N

für viele (z.B. N) natürliche x parallel.

• FN(x) ist periodisch mit Periode r ≤ N .

Bestimme mit Quantenfouriertransformation die Periode r.

• Wenn r gerade und ar/2mod N 6= N − 1 ist,

dann ist einer der GGT von N und ar/2 ± 1 ein Faktor von N .

Die Eintretenswahrscheinlichkeit für diesen Fall ist 3/4, die Misserfolgs-

wahrscheinlichkeit bei m → ∞ Versuchen mit dem Algorithmus ist also

(1/4)m→ 0.



Quanten-Hardware

Endohedrale Fullerene Supraleitende Mikrostruktur
(Transmon)

ETH Zürich

Quantenpunkt



31P in 28Si

Platz für Ihre Idee:



Eine Quanten-Rechnung



Weitere Möglichkeiten

(NSF=United States National Science Foundation)



Platz für Ihre Idee:



Platz für Ihre Idee:

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!


