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- Binärsysteme

- PSR1913+16

Schluss

Gravitationswellen
Hintergrund – Theorie – Anwendung

Domenico Giulini

ZARM Bremen
Leibniz Universität Hannover

Riemann Zentrum für Geometrie und Physik

Quantenphysik an der Schule
Ein Workshop der Heisenberg Gesellschaft

Weilburg a.d. Lahn, 24.06.2018

1 / 24



Gravitationswellen

Prolog

Hintergrund

- Newton

- Newton-Einstein

- Einstein

- Gravitation und SRT

GW

- Theorie

- Historie

- Luminosität

- Wirkung

Anwendungen

- Starrer Körper
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Gespräch zwischen Heisenberg und Einstein
vom Frühjahr 1926 (5. Kap. aus: Der Teil und das Ganze)

H: Da es aber doch vernünftig ist, in eine Theorie nur die Größen aufzuneh-
men, die beobachtet werden können, schien es mir naturgemäß, nur diese
Gesamtheiten, sozusagen als Repräsentanten der Elektronenbahnen, ein-
zuführen.

E: Aber Sie glauben doch nicht im Ernst, dass man in eine physikalische
Theorie nur beobachtbare Größen aufnehmen kann!

H: Ich dachte, dass gerade Sie diesen Gedanken zur Grundlage Ihrer Relati-
vitätstheorie gemacht hätten. Sie hatten doch betont, dass man nicht von
absoluter Zeit reden dürfe, da man diese absolute Zeit nicht beobachten
kann. Nur die Angaben der Uhren, sei es im bewegten oder im ruhenden
Bezugssystem, sind für die Bestimmung der Zeit maßgebend.

E: Vielleicht habe ich diese Art von Philosophie benützt, aber sie ist trotzdem
Unsinn. Denn es ist ja in Wirklichkeit genau umgekehrt: Erst die Theorie
entscheidet darüber, was man beobachten kann.
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Erinnerung an Newtons Gravitationstheorie

I Die Newton’sche Gravitationstheorie beruht auf der Feldgleichung

∆Φ(t,~x) = 4πG ρ(t,~x) (1)

die angibt, wie das Gravitationspotential Φ und damit das Gravitationsfeld
~g := −~∇Φ aus der Massendichte ρ erzeugt wird. Hier ist ∆ = ∂2x + ∂2y +

∂2z ein linearer elliptischer Differentialoperator (Laplace Operator), der bei
gegebenem ρ, Gebiet Ω ⊆ R3 und Randbedingungen Φ|∂Ω = Φ0 eine
eindeutige Lösung besitzt. Etwa für Ω = R3 und Φ→ 0 für ‖~x‖→∞:

Φ(t,~x) = −G

∫
d3x ′

ρ(t,~x ′)

‖~x −~x ′‖
(2)

I Die Massenverteilung ρ bestimmt das Gravitationspotential Φ eindeutig.

I Die Abhängigkeit des Gravitationsfeldes ist ultra-lokal in der Zeit und nicht-
lokal im Ort:

ρ(t,~x) = 0 (für alle ~x)⇒ Φ(t,~x) = 0 (für alle ~x) (3a)

ρ(t,~x) 6= 0 (für ein ~x) ⇒ Φ(t,~x) 6= 0 (für alle ~x) (3b)

⇒ Es gibt keine eigenen Freiheitsgrade der Gravitation (Gravitationswellen)!
Die gravitative Wirkung von Massen ist instantan!
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- Binärsysteme

- PSR1913+16

Schluss

Newton versus Einstein

Newton

I Feldgleichungen (Φ)

∆Φ = 4πGρ

I Bewegungsgleichungen

~̈x(t) = −~∇Φ
(
~x(t)

)

Einstein

I Feldgleichungen (gab)

Gab[gab] =
8πG

c4
Tab

I Bewegungsgleichungen

ẍa(τ)+Γabc
(
x(τ)

)
ẋb(τ)ẋc(τ) = 0

I Bei Newton ist sowohl die Struktur von Raum und Zeit (3+1 dim. affiner
Raum) als auch die Trägheitsstruktur (Charakterisierung kräftefreier Be-
wegung) festgelegt. Gravitation ist eine Kraft. Bei Einstein ist Gravitation,
Trägheit und Raum-Zeit Struktur vereinigt. Gravitation ist keine Kraft!

4 / 24



Gravitationswellen

Prolog

Hintergrund

- Newton

- Newton-Einstein

- Einstein

- Gravitation und SRT

GW

- Theorie

- Historie

- Luminosität

- Wirkung

Anwendungen

- Starrer Körper
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Quelle des Gravitationsfeldes: Der Energie-Impuls-Tensor

Tab =


W 1

c
~S>

c ~G Σαβ



W : Energie-Dichte
~S : Energie-Stomdichte
~G : Impuls-Dichte

Σαβ : Impuls-Stromdichte

I Symmetrie Tab = Tba ergibt ~S = c2~G.

I Impulstromdichte Σαβ ist ein Tensor 2. Stufe, denn das, was strömt, ist
selbst ein Vektor. Er ist bis aus das Vorzeichen gleich dem Spannungstensor
der Elastizitätstheorie.

I In der ART tragen alle 10 unabhängigen Komponenten Tab zur Erzeugung
von (aktiv) und Reaktion auf (passiv) Gravitationsfelder bei.

I Bei Sternen wirkt gravitative Wirkung des Druckes destabilisierend.
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Warum so kompliziert?

I Alle Wechselwirkungen außer der Gravitation (stark, schwach, elektroma-
gnetisch) werden im Rahmen der SRT beschrieben. Geht das nicht auch
mit der Gravitation?

I Theoretisch gibt es offensichtliche SRT-kompatible Adaptionen der New-
ton’schen Gravitationstheorie; z.B.

∆ :=
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
→ ∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
−
1

c2
∂2

∂t2
=: 2

ρ → Taa

(4)

I Also
2Φ = 4πG Taa (5)

I Diese Gleichung bechreibt eine skalare Gravitationstheorie, in der auch Gra-
vitationswellen (skalaren Typs) existieren. Sie erfüllt alle formalen Kriterien
mathematischer Konsistenz, ist SRT kompatibel und führt auch nicht zu
theoretische-unsinnigen Voraussagen.

I Aber sie scheitert an der Erfahrung:
- Periastronpräzession ist (-1/6) des ART-Wertes.
- Keine Ablenkung, keine Rotverschiebung und keine Laufzeitverzögerung
des Lichtes im Gravitationsfeld.
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Die linearisierte ART

I Für kleine Krümmungen der Raum-Zeit weicht die Metrik gab nur wenig
von der flachen Minkowski-Metrik ηab der SRT ab. Man schreibt gab =
ηab + hab, setzt das in die Einstein-Gleichungen ein und wirft alle Terme
weg, die hab quadratisch oder mit höheren Potenzen enthalten. Es folgt:

2hab = −
16πG

c4
Tab ,

(
plus Eichbedingungen) (6)

I Diese ist analog den Maxwell’schen Gleichungen der Elektrodynamik.

2Aa = µ0 Ja ,
(
plus Eichbedingungen

)
(7)

I So wie aus (7) streng die Existenz elektromagnetischer (transversaler) Wel-
len folgt, kann man dies auch aus (6) folgern. Aber im Gegensatz zu (7)
ist (6) selbst nur eine Näherung der wahren Theorie. Kann es sein, dass
die lineare Näherung Lösungen vorgaukelt, die eigentlich nicht existieren?
Einstein dachte eine Zeit lang, das sei der Fall. Genauere mathematische
Untersuchungen in den 1950er Jahren haben aber gezeigt, dass das nicht
der Fall ist. Dass die Einstein’sche Theorie die Existenz von G-Wellen vor-
hersagt, ist zweifelsfrei gesichert.
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Einstein 1916

(Quelle: Einstein Papers Project, Caltech)
(Quelle: Einstein Papers Project, Caltech)
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Einstein 1918

(Einstein 1916. Quelle: Museum Boerhaave)
(Quelle: Einstein Papers Project, Caltech)
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- Binärsysteme

- PSR1913+16

Schluss

Einstein 1936

(Quelle: Princeton University Press)

Handschriftlicher Entwurf Einsteins eines Briefes an John T. Tate, Herausgeber der

Zeitschrift The Physical Review, vom 27. Juli 1936, als Reaktion auf die Ablehnung seiner

Arbeit mit Nathan Rosen über die vermeintliche Nicht-Existenz von Gravitationswellen.

Referee war Howard Percy Robertson – dessen Kritik zutraf!
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Luminosität – Analogie zur ED

I Gemäß (7) stahlt eine Verteilung elektrischer Ladungen Energie in Form

EM-Wellen ab, wenn sich das elektrische Dipolmoment ~D(t) zeitlich verändert.
Die Stahlungsleistung (Luminosität) ist.

LEW =
1

4π ε0
·
∥∥−̈→D (t)

∥∥2
3c3

−→ ω4

4π ε0
·
‖
−→
D0‖2

3c3
(8)

I Analog strahlt gemäß (6) eine Verteilung von Massen Energie in Form von
G-Wellen ab, wenn sich das Massen-Quadrupolmoment zeitlich verändert.
Die Luminosität ist

LGW = G

∥∥←̈→Q (t)
∥∥2

5c5
−→ ω6 ·

G

5c5
·
∥∥←→Q 0

∥∥2 (9)

I Beachte

Da(t) :=

∫
d3x xa ρ(~x) (10a)

Qab(t) :=

∫
d3x

(
xaxb − 1

3
δabr

2
)
ρ(~x) (10b)
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Warum existiert keine gravitative Dipolstrahlung?

I Das Dipolmoment zweier Punktmassen ist

~D(t) = m1~x1(t) +m2~x2(t) (11)

und dessen 2. zeitliche Ableitung ist

~̈D(t) = m1~̈x1(t) +m2~̈x2(t) (12)

I Bewegen sich die Massen unter Einfluss wechselseitig ausgeübter Kräfte,
dann gilt Newtons 3. Gesetz (actio = reactio)

m1~̈x1(t) +m2~̈x2(t) = ~F12 +~F21 = ~0 (13)

I Achtung: Dipol- und Quadrupol-Strahlung sind die jeweils dominanten Bei-
träge des Energieverlustes durch EM bzw. G-Strahlung, keineswegs aber die
einzig möglichen.
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Wirkung einer G-Welle

I Eine G-Welle ist eine sich mit Lichtgeschwindigkei ausbreitende periodische
Änderung der Geometrie von Raum und Zeit. Ihre Ampplitude h gibt die
relative Abstandsänderung zweier kräftefrei gelagerter Massen an:

h = 2 ·
∆L

L
(LIGO ≈ 10−21) (14)

I Trifft eine GW-Welle auf anfänglich im Kreis angeordnente Massenpunkte
(Wellenvektor normal zur Fläche),dann hat man die folgenden zwei linearen
Polarisationsfreiheitsgrade

I In einem Festkörper sind die Massenelemente nicht kräftefrei, sondern
durch unterschiedliche Kräfte in einer geometrischen Gleichgewichtslage,
die durch eine GW-Welle gestört wird.
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Joseph Weber 1969-70

(Quelle: Fotograf Volker Steger)
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Anwendungen: Starrer Körper
I Ein starrer Körper mit Hauptträgheitsmomenten Ia, a = 1, 2, 3, drehe sich

um die 3. Hauptträgheitsachse (HTA) mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit Ω; dann folgt aus (9)

LGW =
32

2
·
G

c5
·Ω6 · (I1 − I2)2 (15)

I Dreht man etwa einen massiven Zylinder der Länge L und Durchmesser
d, wobei L � d, um eine Achse durch den Mittelpunkt und senkrecht
zur Zylinderachse (letztere sei die 2. HTA), dann I3 = I1 � I2 mit I1 =
ML2/12. Also

LGW =
2

45
·
G

c5
·Ω6 ·M2 · L4 (16)

I Bezeichnet Smax die Zerreißspannung des Zylindermaterials, dann ist die
maximale Abstrahlungsleistung gegeben durch (Q ist der Querschnitt und
ρ die Massendichte des Zylinders)

LmaxGW =
1024

45
·
G

c5
·
Q2S3max

ρ
(17)

I Für Q = 100 cm3 ergibt sich für Federstahl (ρ = 7, 8 g/cm3, Smax =
1600N/mm2) und Glasfaser (ρ/3, 3Smax) LmaxGW = 3 · 10−30Watt bzw.
das fast 100-Fache.
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Anwendungen: Gravitativ gebundenes Binärsystem

I Für ein gravitativ gebundenes System zweier Sterne gleicher Masse M, die
sich im Abstand D jeweils auf Kreisbahnen den gemeinsamen Schwerpunkt
umkreisen, ist, ähnlich zu (15),

LGW =
8

5
·
G

c5
·Ω6 ·M2 ·D4 (18)

I Im Unterschied zum starren Körper sind hier aber D und Ω durch das 3.
Kepler’sche Gesetz gekoppelt (Gravitationskraft=Zentripetalkraft):

Ω2 =
2GM

D3
(19)

I Eliminieren wir damit Ω aus (18) und führen statt der Masse M den dazu
proportionalen Schwarzschildradius RS := 2GM/c2 ein, dann wird aus (18)

LGW =
2

5
·
c5

G
·
(
RS

D

)5
≈ 1052Watt ·

(
RS

D

)5
(20)

I Für zwei Neutronensterne (M = 1, 4M�) ergibt sich (in Watt) 1014 für
D = AU, 1026 für D = 500.000 Km und 1048 für D = 25 Km (Durchmesse
der Sterne). Letzteres entspricht LUniversum

EM !
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Anwendungen: Gravitativ gebundenes Binärsystem (Forts.)

I Der Newton’sche Energiesatz des Binärsystens ist

E = Ekin + Epot = 1
4
M2Ω2D2 − G ·

M2

D
. (21)

Aus 3. Kepler Gesetz folgt (Virialsatz)

E = 1
2
Epot = −G ·

M2

2D
(22)

also
Ė

E
= −

Ḋ

D
=
2

3

Ω̇

Ω
= −

2

3

Ṗb

Pb
(23)

I Setzen wir Ė in (23) gleich −LGW , dann erhalten wir (3. Kepler)

Ṗ = −
24

5

(
2π)8/3

(
RS

Pbc

) 5
3

, (24)

I Für den Hulse-Taylor Pulsar ist Pb = 7, 75 Std und M = 1, 4M�, so dass
man Ṗb = 2·10−13 erhält. Das unterschätzt den gemessenen Wert um etwa
eine Größenordung. Das ist in Anbetracht der Idealisierungen (Kreisbahnen,
Linearisierung) nicht schlecht.
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Dynamik von zwei spinlosen Punktmassen in der ART:
Die Post-Newton’sche Approximation

I In der ART ist das Kepler’sche 2-Körperproblem nicht integrabel. Des-
halb bedient man sich Approximationsmethoden, die sukzessive Terme in
einer Entwicklung nach Potenzen von 1/c enthalten. Die Hamiltonfunkti-
on (Energie) eines selbstgravitierenden 2-Teilchensystems beträgt bis und
einschließlich Terme 1/c4 (2. Post-Newton’sche Ordnung):
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Post-Kepler’sche Parameter

I Die Massen m1,m2, Bahnfrequenz n = 2π/Pb und die Exzentrität ε
bestimmendie mittlere zeitliche Rate der Periastron-Präzession ω̇, Zeit-
verzögerung γ und zeitliche Änderungsrate Ṗb der Bahnperiode:

ω̇ =
3n

c2

(
G(m1 +m2)n

)2/3
1 − ε2

(25a)

γ =
ε

c2
n−2/3 Gm2G(m1 + 2m2)[

G(m1 +m2)
]4/3 (25b)

Ṗb = −
192π

5c5
m1m2

(m1 +m2)2

[
G(m1 +m2)n

]5/3
(1 − ε2)7/2

(
1 +

73

24
ε2 +

37

96
ε4
)

(25c)

I Messungen von ω̇ und γ erlauben die Massen m1,m2 zu bestimmen. Mes-
sungen von Ṗb stellen dann echte Tests der ART dar.
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- Binärsysteme

- PSR1913+16

Schluss

Periastronpräzession

(Quelle: Jose Wudka)

I Periastronverschiebung pro Um-
lauf

∆ϕ = 3π ·
2GM/c2

a(1 − ε2)
(26)

I Ergibt 43 ′′/100y für Merkur, was
die fehlenden 8% des totalen
Wertes erklärt (Venus 48%, Jupi-
ter 27%, Erde 16%).
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PSR 1913+16: Massenbestimmung

(Quelle: Wikipedia)
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PSR 1913+16: Abnahme der Bahnperiode als indirekte Evidenz
für die Existenz von G-Wellen

(Quelle: Weisberg-Huang, A.J. 829:55 (2016))

I Die gemessene Rate entspricht ge-
nau der, die man erhält, wenn
man den Energieverlust ausschließ-
lich der Emission von G-Wellen zu-
schreibt:

−
dE

dt
=

G

5c5
d3Qij

dt3
d3Qij

dt3

I Nobelpreis 1993 für Hulse & Tay-
lor, “for the discovery of a new ty-
pe of pulsar, a discovery that has
opened up new possibilities for the
study of gravitation”.
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PSR 1913+16: Die Galaktische Korrektur

I Differentielle Rotation der galakti-
schen Scheibe führt zu beschleu-
nigter Dopplerverschiebung, die
einen signifikanten Beitrag zu Ṗobsb
liefert.

I Ohne diese Korrektur würden Be-
obachtungen und Theorie nicht
übereinstimmen:

ṖTh
b = − 2.40242± 0.00002× 10−12

ṖBe
b = − 2.4184 ± 0.0009 × 10−12

ṖKor
b = − 0.0128 ± 0.0050 × 10−12

ṖTot
b = − 2.4056 ± 0.0051 × 10−12

23 / 24



Gravitationswellen

Prolog

Hintergrund

- Newton

- Newton-Einstein

- Einstein

- Gravitation und SRT

GW

- Theorie

- Historie

- Luminosität

- Wirkung

Anwendungen

- Starrer Körper
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Schluss und Ausblick

(Quelle: Abbott et al. PRL 116 (2016) 061102)
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